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Muistathan kirjoittaa nimesi ja muut vaadittavat jokaiseen vastaus-
paperiin!

Sallittu: funktiolaskin

"X Olkoon annettu R*:n vektorit v; = [3,-1,2, I:ﬂ jave =[-5,9, Iogw_ﬂ
/7, t4) Muodosta niiden virittdmalle aliavaruudelle ortogonaalinen kanta
@z AEH ) :Nw.

” W) Esitd vektori v = 2v; + v, kannan {u;,u,} avulla. Kaytd hyviksesi

~ ortogonaalisuutta. (Jos lasket “vanhanaikaisesti”, yhtilsysteemin ratkais-
ten, joudut tekeméin enemmin tydtd ja kirsit yhden pisteen "metodiva-
hennyksen”.)

VNW Miaritd Laplace-muunnos funktioille

o=l . N , k 0 1
o (@) £(8) = cosh(at) sin(bt), ) F(t) = M%M nmm.m

%, Ratkaise Laplace-muunnosta kiyttien alkuarvotehtivi

1

Y- . Lkun 0<t<1
+3y +2y=<" . , y(0) =0,y'(0) = 0.
VA W= o1 y(0) = 0,4'(0)
" 01
4. Tarkastelun kohteena olkoon systeemi y' = Ay, missd A = 40

I3

0 Olkoon (a) d > 0 (voit ottaa d = 4) ja (b) d < 0 (voit ottaa d = —4).

Muodosta kummassakin tapauksessa yleinen ratkaisu, hahmottele faasita-
sokuva suuntanuolineen ja ilmoita O:n tyyppi ja stabiilisuus.

Huomaa, ettd erityisesti (b)-kohdassa voit kidyttdd suuntanuolikysymyk-
sen ratkaisuun itseiinsi differentiaaliyhtilosysteemid.

Kaava- ja ohjekokoelma

Tarkoitus ei ole, ettd kaikkia kaavoja pitdisi kdyttdd téssd kokeessa. Olkoon
tami “pikkuMAQL”.

Vektorinormeja:
x|l = > r_, |zx| ("taksikuskin normi”)

Ixll2 = v/ (%, %) = (Cr_, |z&|>)!/? ("euklidinen normi”)

lIx[loo = maxi<k<n ||

Matriisinormi: [|A|] = max),=; ||[Az]| Jos vektorinormina on ||.||; tai ||.]|c,
saadaan helpot lausekkeet:

1<j<n 1<i<m

[|Alli = max M_Eh._q [|Allco = max M?&_
i j=1

Laplace-muunnokset

Maéritelmi: Annettu f(¢), Lf = F, F(s) = %ooo f(t)e=stdt Merk. u(t) =
H(t)=yksikkoaskelfunktio .

(LF')(s) = sF(s) ~ £(0), (Lf")(s) = s2F(s) = s£(0) = £'(0), L{fy f(r)dr}
LF(s), L(f*g)=(LF(Ly), (f+9)(t) = [y f(t—T)g(r)dr = (9% )(2)

L{e®f(t)} = F(s—a), L{u{t—a)f(t—a)} =e **F(s), L{o(t—a)} =€

Laplace-taulukko
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Osamurtokehitelmit

1

Olk. F(s) = 53, missi deg(P) < deg(Q)
A

1) Jos Q(s):114 on yksinkertainen tekijd s — a, otetaan kehitelméédn termi =

2) Jos Q(s):1l4 on yksinkertainen tekiji s + bs + ¢, tulee kehitelmién termi

2o, jos halutaan operoida reaalisilla kertoimilla.




3) Jos em. muotoa olevat termit esiintyvat korkeammassa potenssissa, sano-

kaamme 7, otetaan termit m\wlw + Nm.wﬂ + ...+ lemvl, ja vastaavasti toisessa

tapauksessa termit mﬁrmmr'_ﬁ +...+ ?murwwxmvs

Sekalaisia kaavoja

cosht = L(ef +e7t), sinht = §(ef —e™).

sin(a + B) = sina cos § % cos asin B.
cos(a £ B) = cosacos 8 F sinasin f.

y' = Ay, kompleksiset ominaisarvot

Yleinen (reaalinen) ratkaisu on muotoa

cos(Bt) sin(Bt) A
y(t) = [ufv]e™ , missd u ja v liittyvat luon-
—sin(Bt) cos(Bt) B
nollisella tavalla ominaisvektoreihin ja a ja 8 yhtd luonnollisella tavalla omi-
naisarvoihin.




